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Uber die Aufspaltung des d-Niveaus in Komplexen kubischer Symmetrie
Von

GUNTER GLIEMANN

Im Rahmen einer Mehrelektronentheorie, in der ,,Austausch‘ zwischen simtlichen Elek-
tronen zugelassen ist, wird gezeigt, daB die Aufspaltungen des d-Niveaus in Komplexen mit
Oktaeder-, Wiirfel- bzw. Tetraedergestalt sich wie 1: —8/9 : — 4/9 verhalten.

It is shown within the frame of a many electron theory, including exchange between all
electrons, that the splitting of the d-level is proportional to 1:—8/9: — 4/9 in octahedral, cubie,
tetrahedral complex ions.

Au cadre d’une théorie polyélectronique avec «échange» entre toutes les électrons, nous
montrons que les dédoublements du niveau d dans les complexes octaédriques, cubiques, et
tétraédriques sont proportionnels dans le rapport 1:— 8/9: — 4/9.

Wird ein d-Elektron aus einer sphirischen Umgebung in eine Umgebung kubi-
scher Symmetrie gebracht, so spaltet der bislang vollstindig entartete Term des
d-Elektrons in einen zweifach- und einen dreifachentarteten Term mit der Rasse
B bzw. T, auf. Ist das d-Elektron umgeben vom Ligandensystem eines Kom-
plexions, so ist die GroBe der Aufspaltung durch Art, Anzahl und Anordnung der
Liganden bestimmt. Fiir den Fall, dafl die Abstinde zwischen Zentralion und
allen (gleichartigen) Liganden gleich sind, konnte BALLHAUSEX [7] unter Verwen-
wendung des sog. elektrostatischen Modells zeigen, daBl die Aufspaltungen fiir
Oktaeder-, Wiirfel- und Tetraeder-Komplexe im Verhaltnis 1: — 8/9: — 4/9
stehen. Kiirzlich haben JgRGENSEN und ScHMIDTKE [4, 5] festgestellt, daB die an-
gegebenen Relationen im Rahmen der LCAO-Einelektronentheorie ebenfalls auf-
treten. Ziel unserer Arbeit ist es nachzuweisen, daB auch eine Mehrelektronen-
theorie, in der ,,Austausch‘ zwischen sémtlichen Elektronen, einschlieBlich der
der Liganden, zugelassen wird, auf die gleichen Aufspaltungsverhiltnisse fithrt.

Das Modell
Wir betrachten ein System von N Elektronen, die sich im Feld eines Zentral-
ionenkernes und des Kerngeriistes von L gleichen Liganden bewegen.
In der Born-Oppenheimerschen Néherung und bei Beschrinkung auf Wechsel-
wirkungen vom Coulomb-Typ lautet der Hamiltonoperator (in atomaren Ein-
heiten) fiir die Elektronenbewegung:

¥ 1 A 1 ¥ ¥
Ho= 2| =5 A+ V(@) + 2w+ X ¥ —
=1 A=1 “ i=;;&'.=1 Tij

i#]

(1)

Darin reprisentieren:

1 C s s . .
——-4; die kinetische Energie des i-ten Elektrons,



286 GUNTER GLIEMANN:

V. (i) die ‘potentielle Energie der Wechselwirkung zwischen Zentralionenkern
und i-tem Elektron,

v; (1) die potentielle Energie der Wechselwirkung zwischen den Kernen des
A-ten Liganden und dem ¢-ten Elektron,

1
— die potentielle Energie der Wechselwirkung zwischen i-tem und j-tem
ij

Elektron.

Zur ndherungsweisen Losung der zum Hamiltonoperator (1) gehérenden Schrs-
dingergleichung gehen wir von Vorstellungen {iber die chemische Bindung aus,
die in der sog. Methode der Valenzstrukturen ihren Ausdruck finden. Denkt
man sich das Zentralion und alle Liganden weit voneinander entfernt, so 148t
sich der Elektronenzustand in den Teilsystemen in guter Néherung durch
Elektronen in Einelektronenbahnen beschreiben. Beim Zentralion handelt es sich
dabei um Atombahnen, die etwa durch wasserstoffihnliche Funktionen charak-
terisiert werden kénnen. Bei mehrkernigen Liganden bewegen sich in diesem Bilde
die Elektronen auf ,,Molekiil“-Bahnen, deren analytische Beschreibung z.B.
durch Linearkombination von Atomfunktionen gelingt.

Wir wollen annehmen, dafl beim Zusammenfiigen der Liganden und des Zen-
tralions zum Komplex diese Einelektronenbahnen — abgesehen von Deforma-
tionen, die sich als Polarisationen auffassen lassen — im wesentlichen erhalten
bleiben. Die Besetzung der Einelektronenbahnen mit Elektronen soll sich dabei
ebenfalls nicht dndern. Die die Einelektronenbahnen im Zentralion beschreiben-
den Ortsfunktionen nennen wir

(:15@27&‘3: ---,Cu: LA
wobei (im Einelektronenschema) ein Elektron in {, eine niedrigere Energie hat
als in {4 4. Die Einelektronen-Ortsfunktionen im A-ten Liganden bezeichnen wir
mit Wy, O, s o, Dop L
Die @y sind wie die { nach steigenden Einelektronenenergien geordnet. Wir neh-
men an, daB die Ortsfunktionen { und @y ein orthonormiertes System bilden:

(Cus Cur) = Ouwr
((]‘)Xv, (AI)XW) = 012 Oowr {Cu, w%v) =0 .
Durch Multiplikation der Einelektronen-Ortsfunktionen mit den Spinfunktionen

« bzw. § erhalten wir die vollstdndigen Einelektronenfunktionen. Wir verwenden
die Abkiirzungen

(2)

Cura—>Cu , Wy 00— Dy,
Cu B —>Cu . (}')Xv'ﬂﬁu))?v -

Néherungsfunktionen firr die Gesamtheit der N Elektronen im Komplex ge-
winnen wir, indem wir antisymmetrisierte Produkte aus allen den £, Zu: Dy, @y,
bilden, die von Elektronen besetzt sind, und diese antisymmetrisierten Produkte
linearkombinieren. Zu der in unserem Modell stabilsten Elektronenkonfiguration
gehort das folgende Besetzungsschema:

a) In einem Zentralion mit einem nd-Elektron sind alle Einelektronen-Spin-
bahnfunktionen mit »’ <#n und ns und np besetzt. Die entsprechenden Schalen
sind abgeschlossen. Wir nennen die zugehorigen Spinbahnfunktionen
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G Gv S b s Emn
Das einzelne d-Elektron besetzt eine der 10 Splnbahnfunktionen
771 Cmar = dge -y Nz = Cmre = dpe, = {pag = dxy, N = Cmﬂ dzz
= L{mts = dyz,
Ny = Cm+1 = dmﬂ—yz; Ny = Cm+2 = dzz, Cmn—s = dxy> Ng = 5m+4 = dxza

N1 = Cm—}s = dyz,
die die Ortsfunktionen

Aoy =1 (1) 5 (@ =9,

dye =10 -7%(3z2—72) ,

dey =11(r) 2y, (3)
dey  =f(r) 2z,

dye =1(r)-yz

enthalten.
b) Besitzt jeder Ligand 2v Elektronen, so sind die Einelektronen-Spinbahn-
funktionen
D1, (1)5-{1: Dy, (’D-J-Cz: ey By, (“}zu: A=1,2, ..., L
besetzt, wobel wir annehmen, dafl dieses Besetzungsschema fir jeden Liganden
auf eine Elektronenverteilung fihrt, die beziiglich der Achse Zentralion-Ligand

rotationssymmetrisch ist*.
Zu der beschriebenen Elektronenkonfiguration 148t sich zu jedem d-Zustand

eine antisymmetrisierte Produktfunktion konstruieren :

Oy =, 51 o lm Em e Oy Oy + o+ Oy, W, -« Dy, D, |, 4)
mit & = 1 bis 10. Als Niherungslésung der Schrédingergleichung mit dem Hamil-
tonoperator (1) bilden wir die Linearkombination

10
Y= Z ak@k . (5)
k=1

Die Gesamtenergie
Die zu (5) gehorende Sakulardeterminante
|| (D, # D) — (Dp, Pr) B || =0 (6)
liefert die Naherungswerte der Elektronenenergie. Mit Riicksicht auf (2) und we-
gen der Orthogonalitat der Spinfunktionen ergibt sich sofort:
(Dr, Ppt) = Ogpr (7)
Zur Berechnung der Energieintegrale (@, # @p/) verwenden wir die Slater-
schen Regeln [2]. Mit den Abkiirzungen

9) = —5Ai+ Vol + 3 i), (82)

£, g) = — (8b)

VLJ

* Dazu ist keineswegs notwendig, daB die einzelnen Wy, rotationssymmetrisch sind.



288 GUNTER GLIEMANN:

erhalten wir fir k = k' :
(D, # Py) = A + By 9)

mit
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By— (’rzk @), 3 o1 @)
N (10b)
+ Z Z 2 J (r, Pyo) — K (r, P0)]

A=19p=1
Darin sind J und K Coulomb- bzw. Austauschintegrale:

J (1 @2) = (@1 () g2 (): 1 G D) 2 () 92 (7)) (11a)
K (@1, o) = (1 (0) @2 (), (65 7) @1 (7) 92 (0)) - (11b)

Man sieht, daB der Ausdruck 4 fir alle k gleich ist.
Fir k= k' wird

(@, # D) = (75 (), 9 () N (8)
+ 8 RV (e G s C) = V (i L Sun)]

“‘1 (12)
Zzl L 2V (5 Pos s Do) — V(71 Po; Do, 150)]
mit V (@1 P2; Psr @) = (1 (8) @2 (1), f (5, 9) 3 () @4 (7)) -

Kubische Symmetrie
Bei kubischer Symmetrie des Komplexes transformieren sich die Ortsanteile
(3) der d-Funktionen nach den irreduziblen Darstellungen E und T'y:

dg;y
E dwz T2
dyz

dma-—y?
dz%
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Daraus ergeben sich die Transformationseigenschaften der @-Funktionen:

(]
gl E @i T,
3 @9
D
2l ol 7,
! @10

Zunichst stellen wir fest, daf simtliche Nichtdiagonalelemente (D, # D))
verschwinden, denn

a) die Funktionen mit geraden Indizes haben eine andere Spinkomponente als
die Funktionen mit ungeraden Indizes,

b) die Funktionen der Rasse H kombinieren aus allgemeinen gruppentheoreti-
schen Griinden nicht mit den Funktionen der Rasse 7,

¢) fiir jedes Nichtdiagonalelement mit Funktionen gleicher Rasse 148t sich eine
Symmetrieoperation angeben, die den Integranden in sein Negatives {iberfuhrt.

Das Sakularproblem (6) hat somit die Lésungen
W (E) = (D), H Dy) = (Dg, H Dy) = (Dy, # D) = (D, H Dy), (13a)

und

W (Ty) = (Dy, H D) = (D, H D) = (Do, H D) (13b)
= ((DS,%(DS) = (@9,3?@9) = (@10,9’/@10),

Bei einem gegebenen Komplex der Symmetrie O ist allen diesen Energien der
Term A (10 a) gemeinsam. W () und W (7,) unterscheiden sich lediglich durch
die Verschiedenheit der Terme By (10 b).

Die Coulombintegrale
(10 b) enthilt die Coulombenergie

L
U= (nk(@'), >, v (@) (0) >+ Z Z 2.J (ng, Dyy)
Tz P (14)

= JW}? (%) L§1 <1’A + i wdw)] g () dr; .

Darin ist der Term mit der Einfachsumme gleich der stabilisierenden Coulomb-
energie, die zur Anziehung zwischen dem #g-Elektron und dem Kerngeriist der
Liganden gebort. Der Term mit der Doppelsumme beschreibt die lockernde Wir-
kung, die aus der AbstoSung des 74-Elektrons von sémtlichen Ligandenelektronen
resultiert. Den in eckigen Klammern stehenden Pofentialausdruck konnen wir
nach Kugelflichenfunktionen um den Kern des Zentralions entwickeln. Da das
Potential in Wechselwirkung mit d-Elektronen (I = 2) steht, liefern nur einige
wenige Terme dieser Potentialentwicklung einen Beitrag zu Cg. Fiir die uns hier
interessierenden Komplexstrukturen findet man [3]:

Oktaeder (6 Liganden auf den Koordinatenachsen, Abb. 1):

Vo =61°() V_r4 {/7Yg+y§(yi+yz4)}.
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Wiirfel (8 Liganden an den Stellen + 1, + 1, + 1, Abb. 2):
s B —
=8I0 0) =g - o[y T v+ YRt v
Tetraeder (4 Liganden an den Stellen 1, 1, 1 usw.):

Vr=am ) g T[T v /S o]

Darin sind die I"Funktionen, die nur vom Abstand vom Zentralionenkern abhingern:.
Aus diesen Potentialen errechnet man die Coulombenergien
Oo (Hg) = 6 &y (B) + 1 - 6, (R) ,
Oo (Tag) =6y (B)+ 1 - [— 42 (R)],

Cw (Bg) =8y (R) — o - 6ey(R)
Ow (Tog) =84 (B) — 5+ [~ 42y (R)] (15)
Cr (B) =46y (R)— 5 - 62, (R) ,
4

OT(T2)=430(R)“§' [~ 4 (R)] .

Die darin auftretenden Energien ¢, und ¢, sind Funktionen allein von R, dem
Abstand zwischen Zentralionenkern und Ladungsschwerpunkt eines Liganden.

Die Austauschintegrale
Wir untersuchen nun noch die in (10 b) auftretenden Austauschintegrale
L 2 L 2 . L1 . .
K= % > KW= 2 2 ”?ﬁf (3) Pogo (6) — s () Doy’ () dvs g
A=1v=1 i=1p=1 Tis
Dazu betrachten wir die einzelnen Terme

Ld . L 1 . .
Wk = 3 [ [nt 6100 ) Ema iy 02 () dmady

WK beschreibt die Austauschwechselwirkung zwischen dem Elektron #; und
simtlichen Elektronen des A-ten Liganden. Die Berechnung der WK erfolgt vor-
teilhaft dadurch, daB man die gegebene Funktion 74 beziiglich der Richtung vom
Zentralionenkern zum Zentrum des A-ten Liganden zerlegt. Symbolisch schreiben
wir dafiir

(;*)77]‘; = C1k d;z_yz + Cag d;z + c3x d;y - Cap d;:z -+ Csk d;/z .

Die gestrichenen Funktionen sind die d-Funktionen beziiglich der A-Richtung.
ScHMIDTKE [§], der eine solche Zerlegung im Rahmen eines LCAO-Modelles ver-
wendete, hat die Zerlegungskoeffizienten ¢;; als Funktionen der Eulerschen Win-
kel angegeben, durch die zwei Koordinatensysteme miteinander verkniipft sind.
Nehmen wir an, dafl bei der Zerlegung die Liganden jeweils auf der y-Achse liegen,
so erhalten wir:

Oktaeder (Abb. 1)

D gy = — Odyy = Odyy = — Oy, = d;y ,
Odyy = Odyy = d,, ,
(l)dxz_yz = - (2)dzz_y2 = (S)dzz_yz - (4)dx2—y2 = d!vz_ya N

Odye o= Odyo_p = di, .



Wiirfel (Abb. 2)
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Fig. 1. Oktaeder a) mit Funktion dyy, b) mit Funktion dz2—y2
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1 2
Odys o= — ]7=3de + ]/ T dy, -

Die Zerlegung fiir das Tetraeder ist naturgemal in der Zerlegung fiir den Wiirfel
enthalten (Liganden 1, 3, 6, 8, bzw. 2, 4, 5, 7). Wir setzen nun die angegebenen
Linearkombinationen in die Austauschintegrale ein. Die dabei resultierenden Aus-
driicke lassen sich wesentlich vereinfachen, wenn wir von dem folgenden Umstand
Gebrauch machen: Aus unserer Annahme, dafl die Elektronenverteilung in jedem
Liganden beziiglich der Achse Zentralion-Ligand rotationssymmetrisch ist, folgt

Fig, 2, Wiirfel a) mit Funktion dzz, b) mit Funktion dg2_,2
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némlich, daf auch
Z Wy (A)X )

invariant gegen Drehungen um dlese Achse ist. Mit Riicksicht darauf und unter
Verwendung der Abkiirzung

<ty= 3 @ on ot 16 oy o) dnay

finden wir:
6 »
Ko(B)= 3 3 K (1, 0) = 4< o>+ 240>
6 v
Ko (T) = 3 3 K (s, 0) =4 <> + 2
L2 16 ’ 8 /
KW(E!I) = Z Z K (771? (A)X”) = §<dty> + <dxz> ’ (16)
I=19=1 3
§ & ’ 16 , 8 ’
Kw (T2g) = /121 2_1 K (ng, Pyo) = _<dy52—~y2> + 5y + 5 )
P
4 v
Ky (E) = 1;1 Zl K (771! (’va) = _<dxy> + = <d.rz>
L2 ' . gt 4 4
Krp (Tz) = Z Z K (779> U“)X'U) = §<dx2—y2> + ?Qd'cy> + ?<d;uz> .

s
i
-
<
||
A

Die Termabstiinde
Mit (15) und (16) und wegen (10 b), (9) und (13) ergeben sich die folgenden Ab-
stinde zwischen den E- und 7’y-Termen:
AWo =Wo (Bg) — Wo (Tog)=1-[10e, — 4{dpa_,p> +4{d, > 1,

8 ! i
AWy = Wi (Bg) — Wiw (Tag) = — 5 [10 8, — 4 {dpep)> +4dp > ]

T 4: ! !
AWp =Wgp (B)— Wr (T,) = —5[1084—— 4{dp_py+4dy>] .

Sind die Abstinde zwischen Zentralion und Liganden in allen drei Kérpern gleich,
so haben wir die Term-Abstandsverhaltnisse:

AWw 8 AWz 4 AWr 1

AWo — 97 AWo ~ 9 AWw — 2"
Diese Abstandsverhiltnisse sind gleich denen, die das elektrostatische Modell liefert.

Aufspaltungsverhiltnisse fiir Korper, die aus den hier behandelten Grundkér-

pern zusammengesetzt sind, kann man durch Addition der Aufspaltungsverhélt-
nisse der verwendeten Grundkérper leicht gewinnen.

Der Verfasser dankt Herrn Dr. ScaMIpTKE fiir die Mitteilung seiner Ergebnisse vor deren
Versffentlichung und Herrn Prof. Dr. H. HArTMANN fiir die gewiihrte Arbeitsmoglichkeit.
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