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Ober die Aufspaltung des d-Niveaus in Komplexen kubischer Symmetrie 
Von 

G~NTER GLIEMANN 

Im Rahmen einer l~ehrelektronentheorie, in der ,,Austausch" zwischen s~mtlichen Elek- 
tronen zugelassen ist, wird gezeigt, dab die Aufspaltungen des d-Niveaus in Komplexen mit 
Oktaeder-, Wfirfel- bzw. Tetraedergestalt sich wie 1 : --8/9 :-- 4/9 verhalten. 

It  is shown within the frame of a many electron theory, including exchange between ~11 
electrons, that the splitting of the d-level is proportional to t : --8/9: -- 4/9 in octahedral, cubic, 
tetrahedral complex ions. 

Au cadre d'une ~h6orie poly61ectronique avee (<Schange)) entre routes les @lectrons, nous 
montrons que les d6doublements du niveau d dans les complexes octa6driques, cubiques, et 
t6tra6driques sont proportionnels dans le rapport l : --  8/9 : -- 4/9. 

Wird ein d-Elektron aus einer spharischen Umgebung in eine Umgebung kubi- 
scher Symmetrie gebraeht, so spaltet der bislang vollst~ndig entartete Term des 
d-Elektrons in einen zweffach- und einen dreffachentarteten Term mit  der Rasse 
E bzw. T 2 auf. I s t  das d-Elektron umgeben vom Ligandensystem eines Kom- 
plexions, so ist die GrSBe der Aufspaltung dutch Art, Anzahl und Anordnung der 
Liganden bestimmt.  Ffir den Fall, dab die Abst~nde zwischen Zentralion und 
allen (gleichartigen) Liganden gleich sind, konnte B~LT,~AVSV~ [1] unter Verwen- 
wendung des sog. elektrostatischen Modells zeigen, dab die Aufspaltungen ffir 
Oktaeder-, Wfirfel- und Tetraeder-Komplexe im Verhaltnis t :  - 8 / 9 :  - 4 / 9  
stehen. Kfirzlich haben JOl~GE~SV~N nnd SgttMIDTK]~ [4, 5] festgestellt, dab die an- 
gegebenen Relationen im R a h m e n  der LCAO-Einelektronentheorie ebenfalls auf- 
treten. Ziel unserer Arbeit ist es nachzuweisen, dal] auch eine 1Y[ehrelektronen- 
theorie, in der ,,Austausch" zwischen s/imtlichen Elektronen, einschlieBlich der 
der Liganden, zugelassen wird, auf die gleichen Aufspaltungsverhi~ltnisse fiihrt. 

Das Modell 
Wir betrachten ein System yon N Elektronen, die sich im Feld eines Zentral- 

ionenkernes und des Kerngerfistes yon L gleichen Liganden bewegen. 
In  der Born-Oppenheimerschen N/~herung und bei Beschr~nkung auf Wechsel- 

wirkungen vom Coulomb-Typ lautet der t tamil tonoperator  (in atomaren Ein- 
heiten) ffir die Elektronenbewegung: 

~ =  ~ - - ~  ~ § V z ( i ) §  ~ v~(i) -k ~ - -  (t) 
i=1 ,~=1 2 i ~  l i =  l r i J  

i # j  
Darin repr/~sentieren : 

i 
- ~ - A i  die kinetische Energie des / - t en  Elektrons, 
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Vz (i) die potentielle Energie der Weehselwirkung zwisehen Zentralionenkern 
und i-tern Elektron, 

v~ (i) die potentielle Energie der Wechselwirkung zwischen den Kernen des 
~-ten Liganden und dem/- ten  Elektron, 

i 
- -  die potentielle Energie der Wechselwirkung zwisehen i-tern und ]-tem 
r~j 

Elektron. 

Zur n/~herungsweisen LSsung der zum Hamiltonoperator (l) gehSrenden SchrS- 
dingergleiehung gehen Mr yon Vorstellungen fiber die chemisehe Bindung aus, 
die in der sog. Methode der Yalenzstrukturen ihren Ausdruek finden. Denkt 
man sieh das Zentralion und alle Liganden weit voneinander entfernt, so 1/~Bt 
sieh der Elektronenzustand in den Teilsystemen in guter N~herung dureh 
Elektronen in Einelektronenbahnen beschreiben. Beim Zentralion handelt es sich 
dabei um Atombahnen, die etwa dureh wasserstoff~hnliehe Funktionen charak- 
terisiert werden kSnnen. Bei mehrkernigen Liganden bewegen sieh in diesem Bride 
die Elektronen auf , , M o l e k f i l " - B a h n e n ,  deren analyCische Besehreibung z .B.  
durch Linearkombination von Atomfunktionen gelingt. 

Wir wollen annehmen, dab beim Zusammelfffigen der Liganden und des Zen- 
tralions zum Komplex diese Einelektronenbahnen - abgesehen yon Deforma- 
tionen, die sieh als Polarisationen auffassen lassen - im wesentliehen erhalten 
bleiben. Die Besetzung der Einelektronenbahnen mit Elektronen soll sieh dabei 
ebenfalls nieht/indern. Die die Einelektronenbahnen im Zentralion beschreiben- 
den Ortsfunktionen nennen wir 

~ I , G , G ,  . . - , ~ u ,  . . .  , 

wobei (ira Einelektronensehema) ein Elektron in ~u eine niedrigere Energie hat 
als in ~u+l- Die Einelektronen-Ortsfunktionen im ~-ten Liganden bezeichnen wir 
mit 

(~)Z~, <~)Z~, (~)Z~, ' ' ' ,  (~)Zv, . . .  �9 

Die (x)Z sind wie die C nach steigenden Einelektronenenergien geordnet. Wir neh- 
men an, dab die Ortsfunktionen ~ und (x)Z ein orthonormiertes System bilden : 

(2)  
((~)Z~, (V)Zv , )  - -  ~ ; . ,  G o ,  , (~u ,  (~)Zv) - -  0 . 

Dureh Multiplikation der Einelektronen-Ortsfunktionen mit den Spinfunktionen 
bzw. fl erhalten wir die vollst/indigen Einelektronenfunktionen. Wit verwenden 

die Abkiirzungen 

N~herungsfunktionen ffir die Gesamtheit der /V Elektronen im Komplex ge- 

winnen wir, indem wir an~isymmetrisierte Produkte aus allen den ~u, ~u, (X)Zv, (~)Zv 
bilden, die yon Elektronen besetzt sind, und diese antisymmetrisierten Produkte 
linearkombinieren. Zu der in unserem Modell stabilsten Elektronenkonfiguration 
gehSrt das folgende Besetzungsschema: 

a) In einem Zentralion mit einem nd-Elektron sind alle Einelektronen-Spin- 
bahnfunktionen mit n ' <  n und ns  und n p  besetzt. Die entspreehenden Schalen 
sind abgeschlossen. Wir nennen die zugehSrigen Spinbahnfunktionen 
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~1, ~1, ~2, ~2, . . ' , ~ m , ~ m "  

Das einzelne d-Elektron besetzt eine der i0 Spinbahnfunktionen 

?]3 : ~m+2 = dz~', )']5 = ~m4-3 = dxy ,  ?]7 = ~m+4 = dxz,  ?]1 = ~ m + l  - -  dx2-y2 ,  

?]9 = ~m+5 = d y z ,  

?]3 = ~m+~ = dx~-y~ ,  

?]~o = ~ , ~ =  d ~ ,  

die die Ortsfunktionen 

? ] 4  = = = = = = 

dz2-y~ --  ] (r) �9 ~ (x 3 - y3) , 

enthalten. 

1 
d ~  = / (~) �9 ~ (3z3 _ r3) , 

d x y  = / (r) . x y  , 

c l= - -  / (r) . x z  , 

d y z  = / (r )  �9 y z  

(3) 

b) Besitzt jeder Ligand 2u Elektronen, so sind die Einelektronen-Spinbahn- 
funktionen 

(~)X~, (z)~, (~)Z~, (~)~2 . . . . .  (~);/~, (~)~; 2 = l,  2, . . . ,  L 

besetzt, wobei wit annehmen, dab dieses Besetzungsschema ffir jeden Liganden 
auf eine Elektronenverteilung ffihr~, die beziiglich der Achse Zentralion-Ligand 
rotationssymmetrisch ist*. 

Zu der beschriebenen Elektronenkonfiguration I/igt sich zu jedem d-Zustand 
eine antisymmetrisierte Produkffunktion konstruieren: 

~ k  = I~1 ~ 1 " ' "  ~77t ~m ~k  (1)Zl (1)~1 " " " (1)Zu (1)~v ~ " ' (L)z~, (L)~, I ' (4) 

mit/~ - - t  his i0. Als N~herungslSsung der SchrSdingergMchung mit dem Hamil- 
tonoperator (1) bilden wir die Linearkombination 

10 
T =  F a~ ~k  �9 (5) 

k=l  

Die Gesamtenergie 

Die zu (5) gehSrende S/ikulardeterminante 

[I ( ~ ,  ~ , )  - ( ~ ,  ~ , )  ~ I I = 0 (6) 

liefert die N~herungswerte der Elektronenenergie. Mit Rticksicht auf (2) und we- 
gender  OrthogonMiti~ der Spinfunktionen ergibt sich sofor~: 

( ~ k ,  ~ k , )  = dkk, �9 (7) 

Zur Berechnung der Energieintegrale (Ok, Jt ~ ~b~,) verwenden wir die Slater- 
schen Regeln [2]. Mit den Abkfirzungen 

t L 
g ( i ) = - ~ - A ~ +  Vz( i )+  Y~ v~(i) , (8a) 

1 
] (i, ]) = --  (8 b) 

�9 Dazu is~ keineswegs notwendig, daft die einzelnen (~)Zv rotationssymmetrisch sind. 
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erhal~en wir ffir k = k t 

mi~ 

und 

(fiS~, 34f #~) = A + Bg 

A = 2 ~ ( ~  (i), g (i) Cu (i)) + 2) ~ J (~u, Su,) 
u=l  u < u' 

§ E 2 2 ((~)Zv (i), g (i)(~)Zv (ill § 2) ,.. ~, (J  (~)gv, (~)y.v,) 
).=1 v=l  v < v  ~ 

+ ~ [J ((~)Zv, (~)Zv,) - K ((~)Zv, (~)Zv,)] 
V=I v~=l 

2 , ~ [4 J ((~)Zv, (~')Zv,) - 2 K ((~)Zv, {%)Xv,)] 
+ ~<~=~v,=~ 

q- ~=1 ~" u ~  ~1 [4 J (~u, (~)Zv) - 2 K (~u, (~)Zv)] 

m 
+ ~ [2 J (~1~, ~ )  - K (.~, ~u)] 

(9) 

(toa) 

Bk = ~ (i), ~ v~ (i) V~ (i) 
4=1 (i0b) 

Y 

+ $ 

Darin sind J und K Coulomb- bzw. Austauschintegrale : 

J (~1, ~ )  = (~1 (i) ~ (i), 1 (i, ]) ~1 (i) ~ (i)),  (lia) 

K (~1, Qo2) = (~~ (i) ~~ (J) '  / (i ,  j )  ~01 (~) ~2 (i)) . ( l i b )  

Man sieh~, dug der Ausdruck A fiir alle k gleich ist. 

Ffir/c ~/c' wird 

( ~ ,  ~ , )  = ( ~  (i), g (i) ~k, (i)) 
m 

+ F, [2 v(,~k,C~; w , , C ~ ) -  v ( ~ , ~ ;  C~,n~,)] 
u=~ (12) 

L 
+ ~1 ~ [2 V (~ ,  (~)Zv; W,, (~)Zv) - V ( ~ ,  (~)Z~; (~)Zv, ~,) ]  

= W = I  

mit V (~,  ~2; Cos, ~a) = (~, (i) (p~ (j), / (i, j) ~a (i) ~a (j)) . 

Kubische Symmetrie 
Bei kubischer Symme~rie des Komplexes transformieren sich die Orbsanteile 

(3) der d-Funktionen nach den irreduziblen Darstellungen E und T2: 

d~y 
dx~-u2 E dxz Te �9 
dz~ dyz 
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Daraus ergeben sieh die Transformationseigenschaften der q~-Funktionen : 

q~ E 

Zun~chst stellen wit fest, dab 
versehwinden, denn 

~5 
~ T~ 

~9 

O8 T2 
q~lO 

s/imtliehe Niehtdiagonalelemente (r 2/fCk,) 

a) die Funktionen mi~ geraden Indizes haben eine andere Spinkomponente als 
die Funktionen mi~ ungeraden Indizes, 

b) die Funktionen der gasse E kombinieren aus allgemeinen gruppentheoreti- 
sehen Griinden nieht mit den Funktionen der t~asse Ta, 

e) fiir jedes NiehtdiagonaMement mit Funktionen gleieher Rasse l~gt sich eine 
Symmetrieoperation angeben, die den Integranden in sein Negatives iiberftihrg. 

Das S/ikularproblem (6) hat somit die LSsungen 

I f  (E) = (q~l, 54fq~1) = (~2,54fq52) = (q)~, 54f qSa) = (~4,Yf ~b4) , (13a) 
und 

W (T~) = (~s, ~f~a)  = (~s, 5/~ r = (Or J/f q57) (i3b) 

= (O~s, ~ ~s)  = (r ~ ~9) = (r ~ ~10). 

Bei ehlem gegebenen Komplex der Symmetrie 0 ist allen diesen Energien der 
Term A (I0 a) gemeinsam. W (E) und W (Y~) unterscheiden sich lediglich durch 
die Verschiedenheit der Terme Bk (10 b). 

Die Coulombintegrale 
(10 b) entMlt  die Coulombenergie 

(1.4) s 

Darin ist der Term mi~ der Einfachsamrae gIeich der stabilisierenden Coulomb- 
energie, die zur Anziehung zwischen dem ~l~-Elektron und dem Kerngeriist der 
Liganden geh6rt. Der Term mit der Doppelsumme besehreibt die lockernde Wir- 
kung, die aus der AbstoBung des ~]k-Elektrons yon samtlichen Ligandenelektronen 
resu]tiert. Den in eekigen Klammern stehenden Potentialausdruck kSnnen wir 
nach Kugelfl/~ehenfunktionen um den Kern des Zentralions entwiekeln. Da das 
Potential in Wechselwirkung mit d-Elektronen (l = 2) steht, liefern nur einige 
wenige Terme dieser Potentialentwieklung einen Beitrag zu Ck. Ftir die uns hier 
interessierenden Komplexstrukturen finder man [3] : 

0ktaeder (6 Liganden auf den Koordina~enachsen, Abb. i): 

Vo = 6 co (r) + 1. r~ (~) 1/~ yo + ] / ~  ( y l  + y-C) . 
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Wiirfel (8 Liganden an den Stellen +_ i, • l, +_ t, Abb. 2): 

8 V-7  F 4  [ y 0  1 / 5 -  y 4  ]744 ) 1 �9 V w  = 8  

Tetraeder (4 Liganden an den Stellen i ,  t,  I usw.) : 

9 

Darin sind die FFunkt ionen,  die nur vom Abstand yore Zentralionenkern abh&ngen. 
Aus diesen Potentialen erreehnet man die Coulombenergien 

Co (Eg) = 6 ~o (R) + i �9 6 ~4 (R) , 

C o ( T 2 a ) = 6 ~ o ( R ) §  i " [ - 4 ~ 4 ( R ) ]  , 
8 

C w  (Eg) = S eo (R )  - ~ " 6 s4 (R )  , 

8 
Cw ( T ~ )  = S ~0 ( R )  - -  ~ �9 [ - 4 ~4 (R) ]  , (15 )  

4 
CT (E) = 4 ~0 (R) -- -9- �9 6 ~a (R) , 

4 
C T ( T 2 ) = 4 e o ( R ) - y ' [ - 4 ~ a ( R ) ]  . 

Die darin auftretenden Energien ~o und e4 sind Funktionen allein yon R, dem 
Abstand zwischen Zentralionenkern und Ladungsschwerpunk~ eines Liganden. 

Die Austauschintegrale 
Wir untersuchen nun noch die in (10 b) auftretenden Austauschin~egrale 

@ 

A=I V=I ~ = 

Dazu betrachten wit die einzelnen Terme 

(~)K beschreibt die Austauschwechselwirkung zwischen dem Elektron ~ und 
s~mtlichen Elektronen des ~-ten Liganden. Die Berechnung der (~)K erfolgt vor- 
teilhaft dadurch, dab man die gegebene ~unktion ~ bezfiglich der Richtung vom 
Zentralionenkern zum Zentrum des ~-ten Liganden zerlegt. Symbolisch schreiben 
wir d~ffir 

l r ] ! t 
( x ) ~  : c1~ dx.-_y~ ~ c ~  d ~  § c3~ dx~ -t- c4~ dxz § c5~ d ~  . 

Die ges~richenen Funktionen sind die d-Funk~ionen bezfiglich der ~-Richtung. 
SCHMIDTKE [5], der eine solche Zerlegung im Rahmen eines LCAO-~odelles ver- 
wendete, hat die Zerlegungskoeffizienten c~k als Funktionen der Eulerschen Win- 
kel angegeben, durch die zwei Koordinatensysteme miteinander verkniipft sind. 
Nehmen wir an, dab bei der Zerlegung die Liganden jeweils aus der y-Achse liegen, 
so erhalten wir: 
Oktaeder (Abb. l) 

( 1 ) d x y  = - -  (~)dxy : (~)dxy = - -  (4)dxy = d'z~ , 

(5)dxy = (~)dxy : dxz , 

(~)dz~_~ - -  - (~)dx2 p : ( ~ ) d x L ~  --~ - -  ( ~ ) d x L ~  : d ' ~ L ~  , 

(~)dx~__~ : ( ~ ) d ~ _ ~  = d'xz . 



Aufspaltung des d-Nive~us in Komplexen 29l 

Y 7 

a b 
Fig. 1. Oktaeder a) Ini~ :Funktion dxy, b) mit Funktion dx~t--y~ 

Wiirfel (Abb. 2) 

(1)dxz = _ ( a ) d x z -  

(~)dxz = - -  ( a ) d x z -  

(5)dxz = - -  (7)dxz = 

- ~d~_~ 3 v~ x~- V~xz  + V ~  , 

2 d ' ~  ~ t , , ~ _, I d '  

2 , 1 , ~-- d '  t_ , 

2 d'~ ~ d '  a-L-d' ~ d' (~)a= = - (~)d= = Y ~ -~0 - 3 V~ ~ + 1/~ = + - ~  ~ ' 

i ~/2 , 

1 _  d, , 
(~)d~,._y,, = - (~ )dx~_~  = ( ' )d~:_~ ,_  = - ( s ) d ~ , , _ ~  = - 1 / 3  = + 1 / ~  d ~  " 

Die Zerlegung ffir das Tetraeder is~ naturgems in der Zerlegung ffir den Wfirfel 
enth~lten (Liganden l, 3, 6, 8, bzw. 2, 4, 5, 7). Wit setzen nun die angegebenen 
Linearkombinationen in die Austauschintegr~le ein. Die d~bei rcsultierenden Aus- 
drficke lassen sich wesentlich vereinfachen, wenn wit yon dem folgenden Umstand 
Gebrauch machen : Aus unserer Annahme, d~B die Elektronenverteilung in jedem 
Liganden bezfiglich der Achse Zentralion-Ligand rotationssymmetrisch ist, folg~ 

q 

l 

J 

I 

7 

a 

8 

-"-X 

dxe-UJ 

Z 

I 

I ~ 7 s ~ _ _ ~  X 

8 

Fig. 2. Wtirl~el a) mit Funktion dacz, b) init Funktion dxrt--y2 
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n~mlich, dab  auch 

V=I 
i nva r i an t  gegen Drehungen  um diese Achse ist. Mit  g f i eks i ch t  d a r a u f  und  un te r  
Verwendung der  Abki i rzung  

< / > =  ~ f ~ / * ( i ) ( ~ ) z v ( i ) t / ( ] ) ( ~ ) Z * ( ] ) d ~ d v ,  
~)=1 ". 

f inden wir :  

Ko ( ~ )  

K o  ( T2g) 

Kw (E~) 

KW (T2g) 

K~, (E) 

K ~  (T~) 

6 

= E 2 K ( W , ( ~ ) Z v ) = 4 < d z , >  ~-2(d ' zz> , 

8 ,, 

~'1 V~I ~ (~1' ( ' t ) Z V )  (16 ! 8 t = = = = ~ < d x y > + - g < d = > ,  06) 

= ~ K (~]9, (~)Zv) 32 d' 16 , 8 , 
~=1~=1 = 9 ( ~"-~> + T (dxy} +~(dx~> , 

~ = y I ( ( ~ i , ( ~ ) Z v ) =  s , 4 , 
=1 v=l Y ( clxy > + ~ ( d= > , 

= 2 K ( ~ 9 , ( ~ % )  = < e ; o - ~ > + v ~ , d . ~ > + V < 4 ; ~ >  �9 

Die Termabsti~nde 
lVlit (t5) und  (t6) und  wegen (t0 b), (9) und  (13) ergeben sieh die folgenden Ab- 

st/ inde zwisehen den E-  und  T~-Termen:  
l , t \ 

A Wo = Wo (Eg) -- Wo (T2g) = i .  [10 e4 - 4 (d~,  ~j, ) § 4 ( d~u / ] , 
t / t 

A W w =  Ww(Ea)  - Ww(T2.q) = - [10 e a -  4(dx~_y-.)  §  , 

4 
A W~ = We (E) - W~ (T~) = - ~ [10 e~ - 4 <dy~_x.. ~ + 4 <d'~y) ] . 

Sind die Abst / inde  zwischen Zen~ralion und  Liganden  in allen drei  KSrpe rn  gleieh, 
so haben  wir  die Term-Abstandsverh/~l tnisse:  

A Ww 8 A WT 4 A Wr t 
AWo 9 ' AWo 9 ' -AWw 2 

Diese Abstandsverh/f l tn isse  s ind gleieh denen, die das e lekt ros ta t i sehe  Modell  liefert.  
Anfspal tungsverh/ i l tn isse  ftir K6rper ,  die aus den hier behande l t en  GrundkSr-  

pern zusammengese tz t  sind, k a n n  m a n  durch  Add i t i on  der  Aufspal tungsverh/f l t -  
nisse der  ve rwende ten  Grundk6rpe r  leieht  gewinnen. 

Der Verfasser dankt Herrn Dr. SCl~rfDT~:E fiir die Mitteilung seiner Ergebnisse vor deren 
VerSffentlichung und IIerrn Prof. Dr. H. ttA~TMAN~ fiir die gewiihrte ArbeitsmSgliehkeit. 
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